NICHT-EUKLIDISCHE GEOMETRIE BEl HERMANN
HELMHOLTZ (1868)
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Hermann Helmholtz (1821-1894) war Mediziner, Physiologe und Physiker. 1839 begann er sein
Medizinstudium in Berlin. Einer seiner Professoren war Johannes Mlller, einer der bedeutendsten
deutschen Physiologen des 19. Jahrhunderts.

1842 promovierte Helmholtz mit einer mikroskopischen Arbeit an Nervenbahnen. Als einer der
ersten mal er die sog. Nervenleitgeschwindigkeit. Spater war er mal3geblich daran beteiligt, die
Dreifarbentheorie zu entwickeln. Der gemal3 hat das menschliche Auge Lichtrezeptoren fur die drei
Grundfarben Blau, Rot und Gelb, woraus dann physiologisch das Sehen jeder Farbe durch
Mischung ermdoglicht wird. Nach dem Studium arbeite Helmholtz zunachst als /Unterarzt an der
Charité und dann eine kurze Zeit als Militararzt. Ab 1846 unterrichtete er Anatomie an der Berliner
Kunstakademie. Danach lehrte er Physiologie zunachst in Berlin, dann in Kénigsberg, danach in
Bonn und schlief3lich von 1858 bis 1870 in Heidelberg.

Parallel beschaftigte er sich mit physikalischen Fragen. 1847 veroffentlichte er eine wichtige Arbeit
Uber den Energieerhaltungssatz. Er forschte ferner Gber Wirbel in FlUssigkeiten und zu
elektrodynamischen Themen. Er versuchte Wetterphanomene wie Wirbelstirme und Gewitter
mathematisch zu erfassen und gilt damit als einer der Begrunder der Meteorologie. Sehr wichtige
Forschungsarbeit lieferte er schlieBlich auf dem Gebiet der Elektrochemie. Im letzten Drittel des 19.
Jahrhunderts war er ein so einflussreicher Naturwissenschaftler, dass er - in Anspielung auf
Bismarck - als ,Reichskanzler der Physik” bezeichnet wurde.

Fur die Entwicklung des Wissenschaftsbegriffs im Laufe des 19. Jahrhunderts sind Helmholtz'
offentlichen Vortrage und popularwissenschaftlichen Schriften sehr interessant, da hier der Wandel
seiner eigenen Wissenschaftsauffassung dokumentiert ist. Ich beziehe mich nachfolgend auf:

e Helmholtz, H. Philosophische und popularwissenschaftliche Schriften, Bd. 1 bis 3.
Herausgegeben von Heidelberger, M./Pulte, H./Schiemann, G.

Nicht-euklidische Geometrie (1868)

Helmholtz untersuchte als Physiologe, wie das menschliche Auge den Raum wahrnimmt, und
veroffentlichte das Handbuch der physiologischen Optik (1867). In diesem Zusammenhang
beschaftigte er sich auch mit nicht-euklidischen Geometrie. 1868 veroffentlichte er einen Aufsatz
mit dem Titel Ueber die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, in offensichtlicher
Anlehnung an Riemanns Habilitationsvortrag Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde
liegen von 1854. Ich selbst werde mich nachfolgend vor allem auf Helmholtz' Vortrag Ueber den
Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome (kurz ,Ursprung”) von 1879 beziehen.
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Ein wichtiges Ergebnis von Riemann war, dass der tatsachliche physikalische Raum nicht
notwendigerweise euklidisch sein muss. Darin stimmen beide Wissenschaftler Uberein. Helmholtz
stellt am Anfang von Ursprung zwei Geometrien gegenuber (S. 608):

1. die ideale Geometrie, also die mathematische Wissenschaft, in der sich alles stringent aus den
euklidischen Axiomen herleiten lasst;
2. die physische Geometrie der sinnlich erfahrbaren Wirklichkeit.

Helmholtz wundert sich darlber, wie man es Uber tausende von Jahren als selbstverstandlich
angenommen hat, dass diese beiden Geometrien Ubereinstimmen. Denn die eine ist ja eigentlich
nur etwas blo3 Gedachtes oder subjektiv Vorgestelltes, wahrend die andere das faktisch Wahre ist.
Es ist also von , erkenntnistheoretischem Interesse” (S. 609), ob diese beiden Geometrien wirklich
Ubereinstimmen und wie das moglich sein soll. Dies liegt auf derselben Linie, die auch Riemann
vertritt.

Sie unterscheiden sich nur insofern, als Helmholtz' Ausgangspunkt fur seine geometrischen
Uberlegungen die freie Beweglichkeit von festen Kérpern ist. So sagt er (S. 611):

.Die Grundlage aller Beweise in der Euklid’schen Methode ist der Nachweis der Congruenz der
betreffenden Linien, Winkel, ebenen Figuren, Kérper u.s.w. Um die Congruenz anschaulich zu
machen, stellt man sich vor, dass die betreffenden geometrischen Gebilde zu einander
hinbewegt werden, natlirlich ohne ihre Form und Dimensionen zu veréndern. Dass dies in der
That méglich und ausfthrbar sei, haben wir alle von friihester Jugend an erfahren.”

Nach Helmholtz ist es eine elementare Erfahrungstatsache, dass feste Korper ihre Gestalt nicht
dadurch verandern, dass man sie im Raum dreht oder verschiebt. Und es spricht alles dafur, dass
der tatsachliche, physische Raum generell so beschaffen ist, dass feste Kérper darin frei beweglich
sind. Folgt daraus aber, dass der physische Raum euklidisch sein muss? Helmholtz verneint diese
Frage, indem er auf die neuen Ergebnisse der Mathematik verweist. Demnach sind ohne weiteres
nicht-euklidische Geometrien denkbar, bei denen auch die freie Beweglichkeit von festen Kérpern
gegeben ist. Das sog. Krimmungsmald muss nur konstant sein.

Zunachst beginnt Helmholtz damit, unter anderem folgende Kernaussagen der euklidischen
Geometrie zu nennen:

e Axiom der kurzesten Strecke: Zwischen zwei Punkten gibt es genau eine klrzeste Strecke,
namlich die gerade Linie zwischen beiden.

* Parallelenaxiom: Zu jeder Linie g und jedem Punkt P aul3erhalb dieser Linie gibt es genau eine
Linie g', die zu g parallel ist und durch den Punkt P geht; oder dquivalent: Fur jedes Dreieck
betragt die Winkelsumme 180°.

Helmholtz verweist hier auf Riemann. Danach ist es durchaus denkbar ist, dass wir in einem
physischen Raum leben, der, wie man mathematisch sagt, gekriimmt ist. Und falls diese Krimmung
konstant ist, dann sind alle festen Kérper darin drehbar und verschiebbar, ohne dass sich ihre
Gestalt andert, dennoch aber wirden die genannten Axiome nicht notwendigerweise gelten. Nun
versagt die menschliche Vorstellungskraft bei dem Versuch, sich dreidimensionale
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Raumkriammungen vorzustellen. Um dies trotzdem zu veranschaulichen, wahlt Helmholtz
zweidimensionale Modelle, die man dann per Analogieschluss auf dreidimensionale Raume
Ubertragen kann.

Dazu stellt er sich vernunftbegabe Lebewesen vor, wie wir es sind. Nur mit dem Unterschied, dass
sie vollkommen flach sind und in einer zweidimensionalen Welt leben. Man kdnnte sie
.Flachmenschen” nennen. (S. 612). Drei Volker dieser Flachmenschen soll es geben. Das erste Volk
lebt auf einer vollkommen ebenen, euklidischen Flache, das zweite auf der Oberflache einer Kugel
und das dritte auf einer sog. pseudospharischen Flache mit konstanter Krimmung, so wie sie der
italienische Mathematiker Beltrami ersonnen hat (ohne dass ich an dieser Stelle naher darauf
eingehe).

In allen drei Welten kénnen die Flachmenschen zweidimensionale Gebilde verschieben oder
verdrehen, ohne dass sich deren Gestalt andert. Wirden sich diese drei Volker aber Geometrien
ersinnen, dann waren das hochstwahrscheinlich drei verschiedene Wissenschaften. Das erste Volk,
das auf einer flachen Ebene lebt, hatte eine Planimetrie, wie sie Teil der euklidischen Geometrie ist.
FUr das zweite Volk, das auf einer Kugeloberflache lebt, ware es selbstverstandlich, dass sich alle
Geraden irgendwann einmal schneiden, und dass die Winkelsummen von Dreiecken grél3er 180°
ist. Die Flachmenschen schliel3lich, die auf einer pseudospharischen Oberflache leben, hatten eine
Geometrie, bei der eine Gerade unendlich viele Parallelen haben kann und die Winkelsumme von
Dreiecken immer kleiner 180° ist. Nach Helmholtz zeigen diese Beispiele (S 614), ,dass, je nach der
Art des Wohnraums, verschiedene geometrische Axiome aufgestellt werden mussten .”

Denkbar ist aber auch, dass die Kugel, auf dem das zweite Volk lebt, derartig grol ist, dass die
Flachmenschen den Eindruck haben, auf einer ebenen Flache zu leben. Sie wirden dann eine
euklidische Geometrie entwickeln, die im Kleinen annahernd die richtigen Ergebnisse liefert. Sie
wurden glauben, dass es zu jeder Geraden genau eine Parallele gibt. Faktisch ware es aber anders.

Ahnlich kénnte es sein, dass wir dreidimensionale Wesen die euklidische Geometrie fur die einzig
richtige halten. Hatten wir aber die Mdglichkeit eine ganz gerade Linie Uber eine sehr, sehr weite
Strecke verfolgen zu kdnnen, wirden wir merken, dass sie irgendwann - als wurde sie einen Kreis
beschreiben - wieder zu ihrem Ausgangspunkt zurtckkeht. Oder wenn wir Dreiecke Uber sehr
grol3e Entfernungen ausmessen kdnnten, wir feststellen konnten, dass ihre Winkelsumme von 180°
verschieden ist (siehe S. 627, S. 870, 877).

Helmholtz wendet sich gegen die These Kants, die Welt der Erscheinungen musse deswegen alle
Merkmale der euklidischen Raumlichkeit aufweisen, weil diese die subjektive Voraussetzung dafur
ist, dass wir Uberhaupt etwas erfahren. Kant bezeichnet den (euklidischen) Raum als reine
Anschauungsform. Dies widerlegt Helmholtz durch folgende Gedankenexperimente. Man kann
annehmen, die subjektive Weise, wie eine Person A die Welt sieht, ware nicht-euklidisch. Dann
wurde A die Dinge beispielsweise so sehen, wie wir es mithilfe eines Konvexspiegels tun, namlich
merkwurdig verzerrt. Vor allem aber wirden sich die Verzerrungen fur A verandern, wenn er die
Position zu den Dingen verandert. Da er andererseits, z.B. durch haptische Uberprifung merkt,
dass sich die Dinge faktisch nicht verandern, wirde A begreifen, dass seine Weise die Dinge zu
sehen nicht mit der Wirklichkeit Ubereinstimmt. Es ist aber nicht so, wie Kant suggeriert, dass die
subjektive Raumlichkeit notwendigerweise mit der objektiven Rdumlichkeit Ubereinstimmen muss.
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Vielmehr kénnte eine Nicht-Ubereinstimmung durchaus erkennbar sein, wie dieses Beispiel zeigt,
und man wurde in diesem Fall die subjektive Raumlichkeit als bloBen, falschen Schein abtun.
Méglicherweise wirde sich das Gehirn sogar mit der Zeit an diese Verzerrungen anpassen und sie
irgendwann automatisch korrigieren, so wie es Brillentrager erleben, wenn sie eine neue
ungewohnte Brille bekommen. Was zahlt ist jedenfalls nicht die subjektive Anschauungsweise,
sondern die objektive Raumlichkeit.

An diesem Beispiel sieht man aber auch, dass es eine Raumwahrnehmung nur gibt anhand von
wahrgenommenen Koérpern. Genau genommen beruht sie auf der Messung von Grél3en, von
Langen und Winkeln an den Dingen (S. 633). Welche Beschaffenheit der Raum hat, erkenne ich
daran, wie sich die Langen und Winkel an den Kérpern verandern, einfach nur indem ich meine
Position zu ihnen wechsle. Dementsprechend behauptet Helmholtz, dass es eine kdrperfreie ,reine
Anschauung” des Raumes gar nicht geben kann.

Naturlich kann man mit dem blol3en Auge Verzerrungen im Konvexspiegel erkennen. Um
geometrische GrofRen aber prazise zu messen, bendtigt man materielle Hilfsmittel: einen Meterstab
aus Holz, einen Zirkel aus Metall oder einen Lichtstrahl (S. 633 f.). Helmholtz stellt fest, dass wir das
nur kdnnen unter der Voraussetzung, dass diese materiellen Hilfsmittel bestimmte Eigenschaften
besitzen. So kdnnen wir einen Meterstab oder einen Zirkel nur deswegen zur Messung verwenden,
weil wir von deren Festigkeit ausgehen, d.h. dass sie ihre Form nicht verandern, alleine durch
Drehungen und Verschiebungen im Raum. Und beim Lichtstrahl setzen wir voraus, dass er sich in
einer vollkommenen Gerade ausbreitet. Woher wissen wir aber, ob Licht in der Realitat nicht
geringe, kaum erkennbare Kurven macht? Mit diesen Gedanken nimmt Helmholtz Ideen der
Relativitatstheorie vorweg.

Helmholtz' Gedanken zu Raum und Geometrie mochte ich wie folgt zusammenfassen:

Es gibt einerseits den tatsachlichen, physikalischen Raum, andererseits unsere subjektiven
Raumvorstellungen, die wir im Laufe unseres Lebens empirisch-induktivim Umgang mit den
Dingen gewinnen. Je nachdem, welche raumlichen Eigenschaften unsere Lebenswelt hat, bilden wir
eine bestimmte Geometrie aus. Das kann aber niemals ohne Interaktion mit den realen Dingen
geschehen. Deswegen ist Kants Behauptung, der Raum sei eine reine Anschauungsform,
abzulehnen. Es ist auch abzulehnen, dass die raumliche Anschauung notwendig euklidisch sein
musse. Das Gedankenexperiment mit den Flachmenschen, die auf spharischen oder
pseudospharischen Oberflachen leben, zeigt, dass auch andere nicht-euklidische Geometrien
denkbar sind. Die euklidische Geometrie scheint uns nur deswegen notwendig zu sein, weil sie in
unserer Lebenswelt offenbar gut mit der realen, physischen Geometrie Ubereinstimmt. Das Gefuhl,
dass die euklidische Geometrie notwendig gilt, ist vergleichbar mit dem Gefuhl der Menschen in der
Antike und im Mittelalter, dass schwere Dinge notwendigerweise nach unten streben. Wir kennen
sowieso nur den menschlich-kleinen Bereich. Es kdnnte immer noch sein, dass die euklidische
Geometrie im sehr, sehr groBen Mal3stab nicht gilt. Wirde man das aber tatsachlich feststellen,
dann wirden wir unsere subjektive Raumwahrnehmung als falschen Schein bezeichnen. Und es
kann keine Rede davon sein, dass unsere subjektive Geometrie die Voraussetzung dafur ist, wie uns
die reale, physische Raumlichkeit erscheint.
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Comments

Peter Addor - 2024-08-09 13:56:54

Vielen Dank fur den interessanten Kommentar! Ja, ich stimme ganz und gar Uberein. Und ich
dachte, dass Raum als Distanz halt einfach ist. Wenn z.B. ein &ffentliches Verkehrsmittel vollig
Uberfullt ist, dann ist kein Raum zwischen den einzelnen Personen. Wenn es massig besetzt ist,
dann ist es angenehm, man hat Platz, d.h. es gibt Abstand oder Raum zwischen den Passagieren.
Aber es ist schon interessant, dass wir uns vorstellen, dass es in einem Raum stets eine Distanz
geben muss. Ein Raum ohne Distanz ist schwer vorstellbar. Ob aber eine Metrik in jedem Fall
kontinuierlich sein muss, bezweifle ich. Ich stelle mir den Raum eher koérnig vor, vollig unabhangig
von der Geometrie.
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peterreins - 2024-08-06 18:18:24

Wenn ich sagte "es gibt einen tatsachlichen, physikalischen Raum", dann wollte ich damit nicht die
Existenz des Raumes im metaphysischen Sinne behaupten. Ich kdnnte mich auch so ausdrucken:
"es gibt eine subjektive Wahrnehmung, wie sich Dinge raumlich zueinander verhalten" und "es
gibt eine Wahrnehmung der rdumlichen Beziehungen, wie sie wohl mehr mit der objektiven
Realitat Ubereinstimmt." Nehmen wir als Beispiel einen Verzerrungsspiegel. Wenn ich da
hineinschaue, sehe ich mich selbst skurril verzerrt. Das ist eine subjektive Wahrnehmung, die den
Charakter eine Tauschung hat. Denn wenn ich an mir selbst heruntersehe, dann sehe ich mich
wieder wie gewohnt. Es gibt hier also so etwas wie zwei verschiedene raumliche Wahrnehmungen,
1. einmal mein verzerrtes Spiegelbild, 2. mich direkt angesehen. Nun kénnte man naturlich sagen:
Beides sind nur meine subjektiven Wahrnehmungen, warum gebe ich 2. den Vorzug? Naja, ich
kann ja andere Menschen fragen, wie sie mich sehen, eher wie 1. oder wie 2. Mit ziemlicher
Sicherheit werden alle sagen: 2. Nun kann man naturlich sagen, dass fur all diese Menschen 2.
auch nur ein subjektiver Eindruck ist und immer noch nicht gewahrleistet ist, dass die "objektive
Realitat" wirklich wie 2. ist. Ja, das stimmt. Aber hier geht es mir nicht um die "objektive Realitat"
im Sinne einer Realitat, wie sie an und fur sich unabhangig von uns Menschen besteht (Kants
"Ding an sich"). Sondern um eine "objektive Realitat" im Sinne einer groRtmaoglichen
intersubjektiven Ubereinstimmung. Und "subjektiv" bedeutet hier, dass man etwas auf eine Weise
wahrnimmt, von der man sich im Klaren ist, dass sie mit dem allgemeinen Konsens im
Widerspruch liegt. Ich sage z.B.: "Merkwurdig, alle sagen, der Ball ist rot, mir erscheint er aber als
braun." Ich kann naturlich darauf bestehen, dass der Ball braun ist, so sehe ich ihn eben. Das wird
aber auf Kosten dessen gehen, dass alle anderen mich fur "verruckt" erklaren oder fordern, dass
ich zum Augenarzt gehe oder fasziniert daruber sind, dass meine Wahrnehmung wohl ganz
anders funktioniert als die aller anderen Menschen. Bezogen auf den Raum, gibt es heute einen
wissenschaftlichen Konsens. Namlich dass er in unserem normalen menschlichen Bereich
annahernd euklidisch ist, im astronomischen Bereich aber durch Gravitationsfelder gekrimmt
und nicht-euklidisch ist. Das konnte man durch Messungen nachweisen. Es gibt somit so etwas
wie eine empirische Wahrnehmung (naturlich nur mittels Messinstrumenten) des nicht-
euklidischen Raumes. Und bisher hat kein ernstzunehmender Wissenschaftler dies in Frage
gestellt. Es ist ein allgeminer, wissenschaftlicher Konsens und somit eine Art "objektive Realitat".
Macht jetzt ein einziger Wissenschaftler eine Messung die dem widerspricht, er aber diese
Messung leider nicht vor anderen wiederholen kann, dann kann er sich darauf zurtckziehen:
"Wirklich, ich habe es einmal so gemessen. Glaubt es mir!" Diese "subjektive Wahrnehmung" wird
aber ohne jegliche weitere Relevanz sein.

Peter Addor - 2024-08-05 15:26:54

Vielen Dank fur diesen spannenden Ausflug in die Gedankenwelt Helmholtz'. Sie fassen
zusammen: "Es gibt einerseits den tatsachlichen, physikalischen Raum, andererseits unsere
subjektiven Raumvorstellungen, die wir im Laufe unseres Lebens empirisch-induktivim Umgang
mit den Dingen gewinnen". Ich habe nicht so genau mitbekommen, woher die Uberzeugung fur
die Existenz des "tatsachlichen, physikalischen Raumes" kommt. Hat sie Kant postuliert? Oder
Ubernahmen Kant und Helmholtz sie von Platon? Was ist denn der leere Raum, wenn er weder
Materie noch Felder enthalt? Gibt es ihn tatsachlich per se?
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peterreins - 2024-08-05 11:32:14

Ja, man kann oft lesen, dass in der Zeit 1850-1900 in Deutschland nicht viel los mit der Philosophie
war. Tatsachlich war es aber eine fur die Wissenschaftsgeschichte hoch interessante Zeit. Die
Mathematik wurde immer abstrakter und formaler, die Nicht-euklidische Geometrie entstand,
Maxwells Feldgleichungen wurden aufgestellt und die Newtonsche Physik wurde immer mehr in
Frage gestellt. All dies schaffte letztlich die Voraussetzungen einerseits fur Einsteins
Relativitatstheorie, andererseits dafur, dass sich das moderne, hypothetische
Wissenschaftsverstandnis ausbildete.

Thinking - 2024-08-03 08:37:33
Ich bin vollig begeistert, dass die von Ihnen beschriebenen Mathematiker des 18. und 19.

Jahrhunderts, die alle auch naturwissenschaftlich gedacht hatten, die damals postulierte Wahrheit

in der Mathematik immer in Frage gestellt hatten und so die Voraussetzungen schufen, die Welt
neu zu begreifen.
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