GRUNDLAGENKRISE DER ANALYSIS
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Newton und Leibniz erfanden etwa zeitgleich die Infinitesimalrechnung, die spater auch Analysis
genannt wurde. Newton verstand die Differentiation dynamisch, d.h. als Ortsveranderung in der
Zeit, und nannte sie ,Fluxionsrechnung”.

Um seine Uberlegungen klar zu machen, stellen wir uns die Bewegung eines Teilchens in der Ebene
vor, sagen wir entlang einer Parabel:

Newton geht von einer vollkommen stetig ,flieRenden”
Ortsveranderung aus. Ferner nahm er an, dass es eine unendlich kleine Zeiteinheit gibt, die er ,,0"
(wie den Buchstaben) nennt. An einem bestimmten Punkt A hat das Teilchen eine
Bewegungskomponente entlang der x-Achse, die Newton mit notiert, und eine
Bewegungskomponente entlang der y-Achse, die er mit notiert. Dabei soll es sich um die
Bewegungsmomente handeln, die das Teilchen im Punkt A in der unendlich kleinen Zeiteinheit o
gerade hat. Newton nennt sie auch ,Fluxionen” oder ,Fluenten®.

Newton verstand alle Grundbegriffe seiner Fluxionsrechnung physikalisch, d.h. so, dass sie
Bestandteile der realen, materiellen Welt sind. Es soll sich also nicht um eine abstrakte,
mathematische Theorie handeln, sondern um eine Art mathematische Realwissenschaft. Meiner
Auffassung nach ist das ein weiterer Beleg fur Newtons mathematisierte Auffassung der Natur.

Leibniz interpretierte seine Differentialrechnung geometrisch. Bei ihm ging es um die Figur einer
gekrummten Linie in der Ebene, fur die man an einem bestimmten Punkt die Tangente bestimmen
will. Aber auch dies sollte eine Realwissenschaft sein, wie man besonders gut an Eulers Darstellung
an seiner Grundlegung der Differentialrechnung von 1755 (E212) erkennen kann. Dort schreibt er im
dritten Kapitel iber das Unendliche und das unendlich Kleine. Zunachst argumentiert er rein
mathematisch, dass ,jede GroR3e ins Unendliche vermehrt werden kann”. Man wirde das heute so
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ausdrucken: Zu jeder reellen Zahl x findet man eine weitere reelle Zahl y mit x<y. Danach behauptet
Euler, dass das Unendliche auch in der realen Welt vorkommt. Und zwar indem ,die Materie ins
Unendliche teilbar ist” (§ 75), was er Uber einige Paragraphen hinweg ausfuhrlich diskutiert. Aus
moderner Sicht erscheint es befremdlich, dass sich Euler in einem rein mathematischen Buch uber
Differentialrechnung so intensiv mit der Frage nach der atomaren Struktur der realen Wirklichkeit
beschaftigt. Es zeigt aber, dass Euler die Mathematik noch nicht so abstrakt auffasste, wie wir es
heute tun, sondern dass er offenbar die Mathematik fur ein Mittel hielt, um die innerste Struktur
der Wirklichkeit a priori zu erkennen. Die Mathematik hatte bei ihm einen unmittelbaren
Realitatsbezug.

Ich zeige nun, wie Newton seine Fluxionsrechnung praktisch verwendet hat. Bekanntlich ist fur die
Funktion f(x) = x2 die erste Ableitung f'(x) = 2x. Wie ist Newton zu diesem Ergebnis gekommen?
Zunachst muss man sehen, dass Newton noch nicht den Begriff einer mathematischen Funktion
kannte. Stattdessen druckte er den zugehdrigen Graphen durch folgende Gleichung aus:

\(XA2-y=0\) (¥)

Nun ist o die unendlich kleine Zeiteinheit, so dass auch eine unendlich kleine Wegstrecke ist, die
das oben genannte Teilchen entlang der x-Achse zurtcklegt. Entsprechendes gilt fur . Was aber
unendlich klein ist, kann man wie die Null selbst behandeln. Somit ist

\( x=x+0 = x + o \dot{x} \) und \(y=y+0 =y + o \dot{y} \)

Setzt man dies in die Gleichung (*) ein, dann ergibt sich:
\((x + o \dot{x})"2 - (y + o \dot{y})=0\)
Folglich:
\( X2 + 2xo \dot{x} + (o \dot{x})*2 -y - o \dot{y}=0)

\( (XA2 -y) + (2xo \dot{x} + (o \dot{x})A2 - o \dot{y})=0)

Und wegen (*) kann man diese Gleichung abkurzen auf:
\( 2xo \dot{x} + (o \dot{x})"2 - o \dot{y}=0)

Nun weil3 man, dass \( (o \dot{x}) \) eine unendlich kleine Wegstrecke ist, also im Prinzip gleich Null,
somit kann man diesen Term in der Gleichung auch weglassen, so dass gilt:

\( 2xo \dot{x} - o\dot{y}=0)

Nun meint Newton, dass es erlaubt ist, diese Gleichung durch 0 zu dividieren, obwohl dies ja
eigentlich in der Mathematik strengstens verboten ist. Newton macht es aber dennoch und erhalt:

\( 2x \dot{x} -\dot{y}=0\)
Durch leichte Umformungen erhalt man nun:
\( 2x = \frac{\dot{y}}{\dot{x}} = \frac{dy}{dx} = f'(x)\)

Newton kommt auf diese Weise tatsachlich zum richtigen Ergebnis. Dennoch hat diese Rechnung
etwas von einem Zaubertrick. Man versteht nicht ganz, was hier geschieht. Er hantiert mit unendlich

© Dr. Hannes Peterreins - Philosophie-Blog.net Seite: 2



kleinen Grol3en, die irgendwie verschieden voneinander sind, irgendwie aber auch alle gleich Null
sind und dividiert unbedenklich durch Null. Recht besehen ist dies alles mehr als fraglich.

Trotzdem war der Erfolg dieser Methode beachtlich. In der Physik und bei technischen Problemen
war sie sehr hilfreich. Sie fuhrte auch schnell zu weiteren mathematische Disziplinen, wie den
Differentialgleichungen, der sog. Variationsrechnung, den sog. Taylor-Reihen und den sog. Fourier-
Reihen. Schade war nur, dass sich das Mysterium um das ,unendlich Kleine”, mit dem man jetzt
rechnete, nicht verschwinden wollte. Das Rechnen mit ihm funktionierte zwar fast immer, aber es
blieb dennoch ratselhaft und fuhrte hin und wieder zu paradoxen Unsauberkeiten.

Die Situation war gewissermal3en umgekehrt zu der mit den komplexen Zahlen. Fur das ,unendlich
Kleine” hatte man eine intuitive, geometrische bzw. physikalische Vorstellung, aber keine saubere
logisch-begriffliche Definition. Fur die imaginare Zahl i hatte man eine prazise Definition durch die
Gleichung i?=-1, aber bis 1811 keine geometrisch-anschauliche Vorstellung. Kaum jemand hatte
damals wohl gedacht, dass die Zukunft der Mathematik in logisch korrekten, aber unanschaulichen
Definitionen liegen wirde.

In jedem Fall empfanden es die Mathematiker als untragbar, dass die Grundbegriffe der Analysis
bislang so wenig verstanden wurden. Deswegen schrieben 1782 die Goéttinger Akademie und 1784
die Berliner Akademie Preisgelder dafur aus, die Mangel bei den infinitesimalen Methoden zu
beseitigen und der Differenzialrechnung eine korrekte theoretische Grundlage zu geben, um wieder
eine strenge Beweisfuhrung zu ermaoglichen. Im Begleittext zum Berliner Preisausschreiben
beispielsweise heil3t es:

.Die héhere Geometrie benutzt haufig unendlich grofse und unendlich kleine Gréfsen; jedoch
haben die alten Gelehrten das Unendliche sorgfaltig vermieden, und einige bertiihmte Analysten
unserer Zeit bekennen, dass die Worter unendliche GréfSe widerspruchsvoll sind. Die Akademie
verlangt also, dass man erkldre, wie aus einer widersprechenden Annahme so viele richtige
Sétze entstanden sind, und dass man einen sicheren und klaren Grundbegriff angebe, welcher
das Unendliche ersetzen diirfe .”

Ubrigens war nicht nur das ,,unendlich Kleine” schwer korrekt zu bestimmen. Man tat sich auch
schwer, den mathematischen Begriff der ,,Funktion” als auch den der ,Stetigkeit” oder der
.Differenzierbarkeit” zu klaren.

An dieser Stelle mdchte ich kurz den Losungsansatz von Lagrange schildern. Er legte in seiner
Theorie der analytischen Funktionen (1797) fest, dass jede Funktion die folgende Form haben soll:

\(f(x) =a_0+ a_1 x+a_2x"2+ a_3x"3+\ldots \)

All diese Funktionen sind stetig. Und fur die Differenziation braucht man nun kein unendlich kleines
,ax”“ mehr, sondern definiert als sogenannte erste Ableitung einfach:

\(f'(x) = a_1 +2a_2x+ 3a_3x"2+\ldots \)

Auf diese Weise wurde Lagrange das ,unendlich Kleine” los, daftir blieb ihm aber das Unendliche in
Form unendlicher Reihen. Unbefriedigend war sein Vorschlag aber vor allem deswegen, weil er eine

© Dr. Hannes Peterreins - Philosophie-Blog.net Seite: 3



grol3e Anzahl denkbarer Funktionen ausschloss, eben solche Funktionen, die sich nicht als derartige
unendliche Reihe darstellen lassen.

Zu Beginn des 19. Jahrhunderts wurden die Fragen rund um die Analysis immer drangender. Man
hatte intuitive Vorstellungen davon, was es heilen soll, dass eine Funktion stetig oder
differenzierbar ist oder was das ,unendlich Kleine" sein soll. Aber immer noch fehlten logisch
zufriedenstellende, klare Definitionen. Der Mathematiker Abel drtckte sich 1826 so aus:

JAlle meine Kréfte mochte ich darauf verwenden, etwas mehr Licht in das ungeheure Dunkel zu
bringen, das sich unbezweifelbar jetzt in der Analysis findet. Es gibt dufSerst wenige Sétze in der
héheren Analysis, die mit iiberzeugender Strenge bewiesen sind.”

Und 1816 kritisiert Bernhard Bolzano, dass der bislang gelaufige Beweis des sog.
Zwischenwertsatzes vor allem auf geometrischer Anschauung beruhen wirde und gibt zu
bedenken:

» dass die Beweise in der Wissenschaft keineswegs blofse Gewissmachungen, sondern vielmehr
Begriindungen, d.h. Darstellungen jenes objektiven Grundes, den die zu beweisende Wahrheit
hat, sein soll.”

Licht ins infinitesimale Dunkel brachte schlieBlich Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Cauchy zeigte
schon als Kind eine hohe mathematische Begabung. Er studierte Ingenieurskunst an der Ecole
polytechnique, die bekannt fur ihren hohen mathematischen Standard ist. Als Ingenieur arbeitete
er beim Bau des Hafens Port Napoléon in Cherbourg. SchlieRlich wurde er Professor an der Ecole
polytechnique. Er war wohl ein schwieriger Mensch und verstritt sich mit fast all seinen Kollegen. In
ganz besonderem Mal3 engagierte er sich fur die Lehre. Er war bekannt dafur, es sehr genau zu
nehmen. Und vor allem in diesem Zusammenhang stdrte es ihn, dass die Analysis so schlecht
begrundet ist. Auf der Grundlage seiner Vorlesungen verfasste er sein Lehrbuch Cours d’analyse, das
1821 veroffentlicht wurde, mit dem erklarten Ziel logische Strenge in die Beweisfuhrungen der
Analysis zu bringen.

Im Cours d'analyse definiert Cauchy erstmals die Begriffe ,Grenzwert”, ,Konvergenz”, ,Stetigkeit” und
,Differenzierbarkeit” so, wie man es auch heute in der Mathematik Ublich ist. Hier seine Definition
des ,unendlich Kleinen”:

.~Wenn die aufeinanderfolgenden numerischen Werte derselben Verdnderlichen unbegrenzt
abnehmen, so dass sie unter jede gegebene Zahl fallen, dann wird die Variable zu einer
Infinitesimalen oder eine infinitesimale GréfSe. Eine Variable dieser Art hat den Grenzwert Null.”

Setzt man anstelle ,jede gegebene Zahl” den Ausdruck ,jedes e>0", dann hat man das aus der
Schulzeit bekannte Epsilon-Kriterium. Auf der Basis seiner Grenzwerttheorie konnte Cauchy nun die
Ableitung bzw. der Differentialquotient einer Funktion f an der Stelle x wie folgt definiert:

\( f'(x) = \frac{d}{dx} f(x) = \lim_{h\rightarrow O}\frac{f(x+h) - f(x)}{h}} \)
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Cauchys Definition eines Grenzwertes oder der Differenzierbarkeit sind Musterbeispiele fur die sich
herausbildende neue Mathematik. Diese Definitionen sind formal so prazise, dass sie fur eine
logisch-stringenten Beweisfuhrung geeignet sind. Um das klar zu machen, stellen wir uns eine
Funktion f vor, fur die wir zeigen wollen, dass ihre die Ableitung f' an der Stelle a gleich dem Wert b
ist. Dazu nimmt man ein beliebig kleines \(\epsilon>0\) an und versucht ein h zu finden, so dass

\( \frac{f(a+h)- f(a)}{h} -b < \epsilon \)
Wenn uns das gelingt, kdnnen wir nach Cauchys Definitionen sagen, dass der Grenzwert
\(\lim_{h\rightarrow O}{\frac{f(a+h) - f(a)}{h}} =b\)
ist, und somit f'(a)=b.

Wie man sieht, spielt dabei eine physikalische oder geometrische Interpretation Uberhaupt keine
Rolle. Stattdessen zeigt man f'(a)=b mit rein logisch-begrifflichen Mitteln, - ohne irgendeine Art von
Anschauung zu bendétigen. Und vielleicht noch wichtiger: ohne Bezug zur Realitat. Cauchy bemuht
nicht die Vorstellung von unendlich kleinen physikalische Bewegungsmomenten, wie es Newton tat,
noch die Vorstellung von geometrischen Tangenten, wie es Leibniz tat, noch die Vorstellung
unendlich teilbarer Materie, wie es Euler tat. Seine abstrakten Definitionen kann man
selbstverstandlich so interpretieren, aber sie sind zugleich so allgemein, dass man sie auf ganz
andere Sachverhalte anwenden kann. Genau das machen die Mathematiker spater z.B. in der sog.
Funktionalanalysis, in der die Konvergenz fur abstrakte Funktionsraume definiert wird.

Das heil3t, Cauchys Definitionen sind Handlungsanweisungen fur die Beweisfuhrung. Sie sind das
formale GrundgeruUst, an dem sich jeder Beweis orientieren muss. Vergleichen wir diese Art des
Definierens zum Beispiel mit Euklids Definition des Punktes:

,Ein Punkt ist etwas, das keine Teile hat.”

Das mag stimmen und kann uns eine Idee davon geben, was ein Punkt ist. Aber faktisch verwendet
Euklid diese Definition in keinem einzigen seiner Beweise.

Die Definitionen Cauchys und Uberhaupt der neuen Mathematik, die ab dem 19. Jahrhundert
entsteht, sind derart, dass sie eine strenge, formale Beweisfuhrung unabhangig von Intuition,
Anschauung oder Bezug zu einer angenommenen realen Struktur der Welt Uberhaupt erst
ermoglichen. Der Anspruch an eine stringente Beweisfuhrung ist nun so, dass jeder einzelne Schritt
formal gerechtfertigt sein muss, entweder durch die Logik, durch einen bereits bewiesenen Satz
oder durch eine formale Definition. Als schwerwiegender Verstol gilt es hingegen, wenn man sich
bei einem Beweisschritt auf die intuitive Anschauung beruft. Eine derartige unanschauliche,
realitatsferne, dafur aber logisch Schritt fur Schritt stringente Mathematik ist letztlich ein Operieren
mit formalen Symbolen. Das kannte die klassische Geometrie nicht, wird aber geradezu zu einem
Merkmal der neuen Mathematik.

In der Arithmetik und er Algebra arbeiteten die Mathematiker schon langer mit formalen Kalkulen.
Formale Beweise bedeuten mehr logische Sicherheit und eine bessere Uberprufbarkeit, weil jeder
kleinste Schritt regelbasiert und objektiv nachvollziehbar ist. Eine geometrische Einsicht hingegen

© Dr. Hannes Peterreins - Philosophie-Blog.net Seite: 5



ist ein subjektiver Geisesakt, den man selbst haben kann, aber bei anderen nicht erzwingen kann.
Durch die genannte Entwicklung im 19. Jahrhundert wurde der mathematische Formalismus immer
wichtiger. Nur mithilfe ausgefeilter formaler Sprachen gelingt es, in immer komplexere
mathematische Sachgebiete und ungeahnte Geisteswelten vorzustol3en, die man mit den Mitteln
der herkdmmlichen Umgangssprache unmaoglich ausdrucken kann. So wurde die Mathematik
insgesamt formaler. Die Kehrseite ist freilich, dass sie fur Laien immer mehr zu einem Buch mit
sieben Siegeln wurde.

Es ist paradox. Kant hatte erst versucht, die Mathematik zu begrinden, indem er der réumlichen
Anschauung die Méglichkeit von synthetischen Erkenntnissen a priori zusprach. Auf der anderen
Seite merkten die Mathematiker, dass die raumliche Anschauung ihnen zu ungenau ist und sie nicht
selten in die Irre fuhrt. Deswegen wendeten sie sich davon ab und strebten prazisere Formen der
Beweisfuhrung an. Letztlich tat der Mathematik dieser Wandel sehr gut, da dies erstens die
Beweisfuhrung stringenter machte und zweitens zu einer wahren Explosion mathematischen
Wissens fuhrte. Eine Folge war aber auch, dass der Bezug der Mathematik zur materiellen Realitat
nicht mehr selbstverstandlich war, wie man beispielsweise an Dedekinds Konstruktion der reellen
Zahlen sieht.

Aber was ist ein Cauchy'scher Grenzwert? Man kdnnte hier geneigt sein zu sagen: die Tangente an
einer Kurve. Ja, das ist ein anschauliches Beispiel dafur. Tatsachlich ist Cauchys Grenzwertbegriff
jedoch viel allgemeiner und abstrakter gefasst. Bezogen auf Cauchys Definitionen schreibt Stuloff,
dass sich die Mathematik wesentlich geandert habe und setzt fort (S. 78):

»Es trat namlich hier bei Cauchy u.a. der fir die Mathematik des 19. Jahrhunderts so
ungeheuer wichtige mathematische Existenzbegriff hervor. Gewiss gab es friiher in der Antike -
z.B. bei Euklid - Existenzaussagen und Beweise; auch in spdterer Zeit, in der Renaissance und
im Barock, waren diese meist implizit in der einen oder anderen Gesamtdarstellung enthalten.
Den Existenzbeweis als ausdrtickliches Instrument der mathematischen Forschung in expliziter
Form sehen wir in der Neuzeit erst seit Beginn des 19. Jahrhunderts, mit Gauss und Cauchy,
hervortreten.”

Man sieht, wie die neuere Mathematik zwar logisch-begrifflich klar wird, damit von dem bisher als
selbstverstandlich angenommenen Bezug zur empirischen Realitat abgezogen wird und man so
unversehens mit dem ontologischen Problem konfrontiert ist, inwiefern mathematische
Gegenstande Uberhaupt existieren. Das sieht man auch sehr gut an der neuen Definition von
Zahlen.

Zitiert nach WuBBing 11, S. 233.

Z.B. sogenannte Sageblattkurven.
Zitiert nach WuBSing 11, S. 236.
Zitiert nach WuBSing 11, S. 254.
Zitiert nach Sonar, S. 506.
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Comments

Gottfried Betz - 2026-05-23 10:19:03

Vielen Dank fur die interessanten Exkurse. Ist es nicht interessant, dass sich in der Moderne
vollzieht eine eigentimliche Doppelbewegung vollzieht. Auf der einen Seite |6sen Mathematik und
Physik Raum und Zeit immer starker von der unmittelbaren Erfahrung. Der Zahlenstrahl, das
mathematische Kontinuum, der Grenzwert, die Raumzeit der Relativitatstheorie — all dies sind
keine einfachen Abbilder der Anschauung, sondern hochabstrakte Konstruktionen. Sie erlauben
eine Genauigkeit, die der Alltagserfahrung weit Uberlegen ist. Auf der anderen Seite entsteht
gerade in der Philosophie eine Gegenbewegung. Bergson, Husserl und Heidegger wenden sich
nicht gegen die Wissenschaft, aber sie fragen nach dem, was in der wissenschaftlichen Darstellung
ausgeblendet wird: nach der gelebten Dauer, nach dem inneren Zeitbewusstsein, nach dem
Augenblick, nach dem In-der-Zeit-Sein. Damit treten zwei Wahrheiten auseinander. Die Physik
beschreibt Zeit als messbare, mathematisch strukturierte GréRe. Die Phanomenologie fragt, wie
Zeit erscheint und erfahren wird. Beide Perspektiven widersprechen einander nicht einfach. Aber
sie durfen auch nicht verwechselt werden.
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